Paskaita 1.

I. Funkcionalo savoka. Funkcionaly pavyzdziai.

Apibrézimas 1. Kintamaji dydj v vadiname funkcijos y(x) funkcionalu (raSome
V= v[y(x)] ), jei kiekvienai tam tikros klasés funkcijai y(x) (jas vadinsime
leistinomis) priskiriamas skaicius v. Funkcija y(x), Siuo atveju, yra nepriklausomas
kintamasis. Funkcionalai gali priklausyti ir nuo daugelio kintamyjy. Sakysime, kad
turime funkcionalg, jei kurios nors aibés objektui (pvz. kreiviy aibéje — kreivei,
pavirsiy aibéje — pavirsiui ir t.t.) priskiriamas skaiCius (paprastai tam tikra objekto
charakteristika). Pateiksime funkcionaly pavyzdziy:

1. Matematin¢je analiz¢je ploksciosios kreiveés ilgiu vadinama lauz€iy, kuriy
virs§unes yra kreivéje, ilgiy riba, kai kiekvienos, jg sudarancios atkarpos ilgis artéja
1 nulj. Jei egzistuoja tokia baigtiné riba, tai kreivé vadinama iStiesinama. Kreiviy,
jungian¢iy taskus (x,,),) ir (x,y,) ilgiai sudaro funkcionala, apibrézta
iStiesinamy kreiviy aibéje. Jei kiekviena Sios aibés kreivé apibréziama tam tikra
funkcija y(x), tai jos ilgis intervale (xo, yo) yra funkcionalas

L)= [ O,

2. Kiekvienai iStiesinamai ploksciajai kreivei (nagrinéjamai, kaip materialioji
linjja) priskirkime svorio centro ordinatg. Ta ordinaté yra duotosios kreives
funkcionalas.

3. PlokStumoje nagrin¢kime visus jmanomus kelius, jungiancius du duotuosius
taskus A4 ir B. Tegul kiinas gali judéti i$ tasko 4 1 B bet kuriuo i$ Siy keliy, kiek-
viename taske (x,y) turédamas greit] v(x,y). Mes gausime funkcionalg, jei
kiekvienam keliui priskirsime laikg per kurj kiinas 18 tasko 4 pasiekia taska B.

4. Integralas
b
= [ v(x)dx,

yra funkcionalas, apibréztas tolydziyjy intervale [a,b] funkcijy y = y(x) aibéje.

5. Tegul [y]=»'(x,) ir x,e(a,b). Tada v[y] yra funkcionalas, apibréztas
diferencijuojamy intervale (a,b) funkcijy y = y(x) aibéje.

6. Turime v[y]=c,y"(x,)+c,»'(x, )+ e,v(x,), kur x, €(a,b), 0 ¢,,¢,,c;— bet kurie
fiksuoti skaiciai. Tada v[y] yra funkcionalas, apibréztas du kartus diferencijuojamy
intervale (a,b) funkcijy y = y(x) aibéje.

7. PavirSiaus plotas taip pat yra funkcionalas, apibréztas tam tikroje pavirSiy
(uzduoty funkcijomis z = z(x, y)) aib¢je. Kaip Zinoma

S[z(x, )= ij J 1+ (%jz + (%jzdxdy :




8. Tam tikros homogeninés kreivés ar pavirSiaus inercijos momentai tasko,
aSies arba plokStumos atzvilgiu yra funkcionalai.

9. PasiprieSinimas, kurj patiria tam tikrojo aplinkoje duotuoju greiciu judantis
kiinas, irgi yra funkcionalas, nes pasiprieSinimg salygoja kiino forma (t.y. funkcija,
apibréZiancia $io kiino forma).

PavyzdZziy sarasa galime testi.

Variacinis skai¢iavimas nagrinéja metodus, leidzianCius surasti maksimalig bei
minimalig funkcionalo reikSme¢. Uzdaviniai, kuriuose randami funkcionaly
maksimumai bei minimumai vadinami variaciniais.

II. Trys klasikiniai variacinio skai¢iavimo (variaciniai) uZdaviniai.

1696 m. Johanas Bernulis paskelb¢ laiska, kuriame jis matematikams pasitle
iSspresti  greiCiausio nusileidimo kreivés uzdavinj. (Sig linija jis pavadino
brachistochrona).

1. Brachistochronos uzdavinys

Skirtinguose auksc¢iuose duoti du taskai. Juos jungia materiali linija. IS auksciau
esanc¢iojo taSko materialusis taskas nusirita §ia linija j zemiau esantj taSkg. Reikia
surasti tokig nusileidimo kreive, kad materialusis taskas i$ pirmojo j antrajj patekty
per trumpiausig laikg. Uzdavinj iSsprendé Johanas ir Jakobas Bernuliai, Niutonas,
Liopitalis. Paaiskéjo, kad kreive — cikloidés dalis.

2. Geodezinés kreivés uzdavinys

Tarp dviejy duotojo pavirSiaus tasky reikia rasti linijg, turin€ig maziausig ilgj.
Tokio tipo linijos vadinamos geodezinémis. Sj variacinj salyginj uZdavinj
1§sprendé J. Bernulis.

3. Izoparametrinis uzdavinys

Reikia rasti duotojo ilgio kreive L, ribojancig didZiausig plotg S.

Manoma, kad Siuo uzdaviniu prasidéjo klasikinio variacinio skaiiavimo istorija.
UzZdavinyje reikalaujama rasti funkcionalo S ekstremumg, kai duota papildoma
salyga: kreivés ilgis pastovus. Papildoma salyga yra ta, kad funkcionalo reikSmé L

L= EOF - OF .

yra pastovi. Tokio tipo salygos vadinamos izoparametrinémis.

Pirmieji bendri variaciniy uzdaviniy sprendimo budai randami L. Oilerio,
J. Bernuli, Z. Lagranzo darbuose. Véliau buvo pasiiilyta daug naujy sprendimo
budy. Juos pasitelkus iSspresti jvairis mechanikos, fizikos ir kity moksly
uzdaviniai.



III. Ekstremumo savoka matematinéje analizéje

Prisiminkime keleta matematinés analizés sgvoky. Jos yra analogiSkos véliau
formuluotoms funkcionaly savokoms. Nagrinésime argumento bei funkcijos
poky¢ius ir suformuluosime biitingjg ekstremumo egzistavimo salyga. Kintamaji y
vadinsime funkcija nuo kintamojo x (Zymesime y = f (x)), jeigu kiekvienai tam
tikros aibés kintamojo x reikSmei apibrézta vienintelé kintamojo y reikSmeé. Dydis x
vadinamas nepriklausomu kintamuoju arba argumentu. Argumento x pokyciu Ax
vadinsime skirtumg Ax = x —x,. Nepriklausomo kintamojo diferencialas sutampa

su jo poky¢iu, t.y jei x — nepriklausomas, dx = Ax.

Funkcija vadinama tolydzia taske x,, jeigu ji apibréZta Siame taSke ir
kiekvieng ¢ >0 atitinka toks & >0, kad su visais x, tenkinanciais salyga |x —x,| <&
teisinga nelygybeé | f (x)— f (xo){ < ¢. Tiesine vadinama funkcija tenkinancia salyga

flex +ex,)=c f(x)+ e, f(x,).
Jei funkcijos f(x) pokyti Af = f(x+ Ax)— f(x) galime iSreiksti pavidalu
Af = A(x)Ax + B(x, Ax)Ax,
kur A(x) nepriklauso nuo Ax, o B(x,Ax)—>0, kai Ax—0, tai funkcija f(x)
vadinama diferencijuojama, o tiesiné pokyc¢io atzvilgiu Ax dalis A(x)Ax vadinama
funkcijos f (x) diferencialu ir Zymimadf . Padalij¢ turéta lygybe 1§ Ax ir per¢je
prie ribos, kai Ax — 0, gauname, kad A(x): f '(x) . 1§ to gauname lygybe
df = f'(x) Ax arba df = f'(x)dx . Matome, kad funkcijos diferencialas yra
pagrinding tiesiné pokyc¢io dalis. Suformuluokime biting ekstremumo egzistavimo

salyga.
Teorema. Jei diferencijuojama funkcija vidiniame apibréZimo srities taske x,

turi ekstremumg, taidf =0.



